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1 Ââåäåíèå

Ïîñòðîåíèå òåîðèè ãðàâèòàöèè â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îñîáûé èíòåðåñ, ñâÿçàííûé ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè äâóìåðèÿ. Äåé-
ñòâèå Ãèëüáåðòà-Ýéíøòåéíà îêàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì, ÷òî îçíà÷à-
åò íåîáõîäèìîñòü â ïîèñêå íîâîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè. Òàêèì îêàçûâàåòñÿ
ââåäåíèå äèëàòîíà - ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, âëèÿþùåãî íà äåéñòâèå. Òðåòèé è ÷åòâ¼ðòûé
ðàçäåëû ïîñâÿùåíû ïîèñêó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñëåäóþùèõ èç äåéñòâèÿ Äæàêèâà-
Òåéòåëüáîéìà, ñîäåðæàùåãî äèëàòîí.

2 Òåíçîð Ýéíøòåéíà-Ãèëüáåðòà

Òåîðèÿ ãðàâèòàöèè Ýéíøòåéíà, áàçèðóþùàÿñÿ íà äåéñòâèè

IE = Im +

∫
d4x
√
−g(R− Λ), (1)

íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíèìîé íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòåé ìåíüøå òð¼õ. Ïðîèëëþ-
ñòðèðóåì äàííîå óòâåðæäåíèå íà àíàëèçå óðàâíåíèÿ Ãèëüáåðòà-Ýéíøòåéíà â äâó-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè:

Rµν −
1

2
Rgµν +

1

2
Λgµν =

8πG

c4
Tµν . (2)

Òåíçîð Ðèìàíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñèììåòðèÿìè:
Rµναβ = Rαβµν ,

Rµναβ = −Rνµαβ,

Rµναβ = −Rµνβα,

(3)

ò.å. äàííûé òåíçîð àíòèñèììåòðè÷åí ïî ïåðâûì äâóì èíäåêñàì, àíòèñèììåòðè÷åí
ïî ïîñëåäíèì äâóì èíäåêñàì, à òàêæå ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïà-
ðû ïåðâûõ äâóõ èíäåêñîâ ñî âòîðîé ïàðîé èíäåêñîâ. Â òàêîì ñëó÷àå, äàííûé òåíçîð
ïðîïîðöèîíàëåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòû:

Rµναβ = kεµνεαβ, (4)

ãäå εµν = −ενµ, ε12 = +1. Íàõîæäåíèå ìíîæèòåëÿ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñâîäèòñÿ ê
äâîéíîìó ñâîðà÷èâàíèþ òåíçîðà Ðèìàíà ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì:

R
def
= gνβgµαRµναβ = gνβgµαkεµνεαβ =

2

g
k,

g
def
= det(gµν),

(5)

îòêóäà ñðàçó æå âûðàæàåòñÿ ìíîæèòåëü ïðîïîðöèîíàëüíîñòè:

k =
R

2
g. (6)
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Äàëåå íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé èíäåêñîâ íàõîäèì:

gεµνεαβ = gµαgνβ − gµβgνα. (7)

Ïîäñòàâëÿÿ (6) è (7) â (4), à òàêæå ñâîðà÷èâàÿ ðåçóëüòàò ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì,
äëÿ òåíçîðà Ðè÷÷è ïîëó÷àåì:

Rνβ = gµαRµναβ =
R

2
gµα(gµαgνβ − gµβgνα) =

1

2
Rgνβ. (8)

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð Ýéíøòåéíà

Gµν
def
= Rµν −

1

2
Rgµν ≡ 0, (9)

÷òî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äàííîé òåîðèè äëÿ àíàëèçà ãðàâèòàöèè
íà äâóìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

3 Äåéñòâèå Äæàêèâà-Òåéòåëüáîéìà

Ðåøåíèåì äàííîé ïðîáëåìû ìîæåò ñòàòü ðàññìîòðåíèå äåéñòâèÿ Äæàêèâà-Òåéòåëüáîéìà:

I =

∫
d2x
√
−g(R− Λ)η, (10)

ïðåäëàãàåìîå â [1]. Çäåñü η - íåêîòîðîå ñêàëÿðíîå ïîëå, çàâèñÿùåå îò òî÷êè ìíîãî-
îáðàçèÿ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, äàííîå ïîëå ìîæåò èìåòü ëèøü îïðåäåë¼ííûé
ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî íàáîðà êîíñòàíò âèä.

4 Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Âàðèàöèÿ ïî ñêàëÿðíîìó ïîëþ äà¼ò ïåðâîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà íàèìåíü-
øåãî äåéñòâèÿ:

R− Λ = 0. (11)

Òåïåðü ïðîâàðüèðóåì äåéñòâèå ïî ìåòðèêå:

δg

∫
d2x
√
−g(R− Λ)η =

∫
d2x

{
δ
√
−g · (R− Λ) +

√
−g · δ(gµνRµν)

}
η =

=

∫
d2x

{
δ
√
−g · (R− Λ) +

√
−g · (gµνδRµν +Rµνδg

µν)
}
η.

(12)

Ïðîâàðüèðóåì îïðåäåëèòåëü ìåòðèêè, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ:{
δg = δ [g11g22 − (g12)

2] = g22δg11 + g11δg22 − 2g12δg12,

g22 = gg11, g11 = gg22, g12 = −gg12.
(13)
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Èç äàííîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî

δg = ggµνδgµν . (14)

Ôîðìóëó äëÿ ïîäíÿòèÿ èíäåêñîâ ïðè δgµν ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñëåäóþùåãî ñîîòíî-
øåíèÿ:

δ(δαβ ) = δ(gαµgµβ) = gαµδgµβ + gµβδg
αµ = 0 | · gαν , (15)

δgνβ = −gανgµβδgαµ. (16)

Òàêèì îáðàçîì,

δ
√
−g = − 1

2
√
−g

δg = −1

2

√
−ggµνδgµν . (17)

Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòû (òî åñòü ñâÿçíîñòü, ïðè êîòîðîé îòñóòñòâóåò êðó÷åíèå è
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìåòðè÷åñêèé òåíçîð êîâàðèàíòíî ïîñòîÿíåí) ïîçâîëÿåò èç
ìåòðèêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ Γαµν è îïåðàöèþ âçÿòèÿ êî-
âàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∇λ.
×òîáû íàéòè âàðèàöèþ òåíçîðà Ðè÷÷è, íåîáõîäèìî íàéòè âàðèàöèþ ñèìâîëîâ

Êðèñòîôôåëÿ: {
∇λδgµν = ∂λδgµν − Γαλµδgαν − Γαλνδgαµ,

δ(∇λgµν) = δ(∂λgµν − Γαλµgαν − Γαλνgαµ).
(18)

Îáà óðàâíåíèÿ äàííîé ñèñòåìû áûëè ïîëó÷åíû èç îïðåäåëåíèÿ êîâàðèàíòíîé ïðî-
èçâîäíîé òåíçîðà òèïà (0, 2). Îíè íå òàâòîëîãè÷íû äðóã äðóãó, òàê êàê îïåðàöèè
âàðüèðîâàíèÿ è âçÿòèÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé íå êîììóòèðóþò. Âìåñòå ñ òåì,
âàðèàöèÿ êîììóòèðóåò ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, áëàãîäàðÿ ÷åìó ìû ìîæåì èç âòî-
ðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âûðàçèòü ∂λδgµν :

∂λδgµν = δ(∇λgµν) + Γαλµδgαν + δΓαλµgαν + Γαλνδgαµ + δΓαλνgαµ. (19)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè ðàâíî íóëþ èç-çà êîâàðèàíòíîé ïîñòîÿííîñòè ìåò-
ðè÷åñêîãî òåíçîðà. Ïîäñòàâëÿÿ (19) â ïåðâîå óðàâíåíèå (18), çàïèøåì ïîëó÷åííîå
óðàâíåíèå, òðèæäû ïåðåîáîçíà÷èâ èíäåêñû:

∇λδgµν = gανδΓ
α
λµ + gαµδΓ

α
λν ,

∇µδgνλ = gαλδΓ
α
µν + gανδΓ

α
µλ,

∇νδgλµ = gαµδΓ
α
νλ + gαλδΓ

α
νµ.

(20)

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êðó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñèììåòðè÷íîñòü ñèìâîëîâ Êðè-
ñòîôôåëÿ ïî äâóì íèæíèì èíäåêñàì. Ñêëàäûâàÿ ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû è
âû÷èòàÿ òðåòüå, íàõîäèì:

∇νδgλµ +∇µδgνλ −∇λδgµν = 2gαλδΓ
α
νµ. (21)

Ñâ¼ðòêîé ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì òèïà (2, 0) ïîëó÷àåì èñêîìîå âûðàæåíèå äëÿ
âàðèàöèè ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ:

δΓαµν =
1

2
gαβ {∇νδgµβ +∇µδgνβ −∇βδgµν} . (22)
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Òåïåðü ìû ãîòîâû íàéòè âàðèàöèþ òåíçîðà Ðèìàíà, èñõîäÿ èç åãî îïðåäåëåíèÿ [2]:

Rµ
ανβ

def
= ∂βΓµαν − ∂νΓ

µ
αβ + ΓσανΓ

µ
σβ − ΓσαβΓµσν . (23)

Íåïîñðåäñòâåííûì åãî âàðüèðîâàíèåì, à òàêæå âçÿòèåì êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé
îò ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå:{

δRµ
ανβ = ∂βδΓ

µ
αν − ∂νδΓ

µ
αβ + δΓσανΓ

µ
σβ + ΓσανδΓ

µ
σβ − δΓσαβΓµσν − ΓσαβδΓ

µ
σν ,

∂νΓ
µ
αβ = ∇νδΓ

µ
αβ − ΓµνσδΓ

σ
αβ + ΓσναδΓ

µ
σβ + ΓσνβδΓ

µ
ασ,

(24)

ò.å.
δRµ

ανβ = ∇βδΓ
µ
αν −∇νδΓ

µ
αβ. (25)

Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèÿ òåíçîðà Ðè÷÷è:

δRαβ = ∇βδΓ
ν
αν −∇νδΓ

ν
αβ. (26)

Ïîäñòàâëÿÿ (22) â (26) è ñâîðà÷èâàÿ ñ ìåòðè÷åñêèì òåíçîðîì, ïîëó÷àåì:

gµνδRµν = (∇µ∇ν − gµν∇2)δgµν . (27)

Ðàâåíñòâî (12) ïðèíèìàåò âèä

0 = δgI =

∫
d2x
√
−g


Λ

2
gµν −

R

2
gµν +Rµν︸ ︷︷ ︸
Gµν≡0

+∇µ∇ν − gµν∇2

 ηδgµν , (28)

îòêóäà ñðàçó æå ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

(∇µ∇ν − gµν∇2 +
Λ

2
gµν)η = 0. (29)

5 Àíàëèç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé

Òàê êàê äåéñòâèå Äæàêèâà-Òåéòåëüáîéìà èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû ââå-
ä¼ííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìû ìîæåì âûáðàòü òàêóþ, â êîòîðîé ìåòðèêà ïðèìåò
êîíôîðìíî-ïëîñêèé âèä:

gµν = hµν exp 2σ, (30)

ãäå hµν = diag(1,−1) - ìåòðèêà Ìèíêîâñêîãî. Äëÿ äàííîé ìåòðèêè ñèìâîëû Êðè-
ñòîôôåëÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

Γ1
11 = Γ1

22 = Γ2
12 = Γ2

21 = ∂1σ,

Γ2
22 = Γ2

11 = Γ1
12 = Γ1

21 = ∂2σ.
(31)

Íåïîñðåäñòâåííîé ñâ¼ðòêîé ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ñ òåíçîðîì Ðè÷÷è, âûðàæåííûì
÷åðåç ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, èç (11) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ:

�σ =
Λ

2
exp 2σ, (32)
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ãäå � = hµν∇µ∇ν = ∂21σ − ∂22σ. Åãî îáùåå ðåøåíèå çàâèñèò îò äâóõ ïðîèçâîëüíûõ
ôóíêöèé ïåðåìåííûõ x± = t± x [3]:

exp 2σ =
f ′(x−)g′(x+)

(1− Λ

8
fg)2

. (33)

Îäíàêî îñòàòî÷íàÿ êîîðäèíàòíàÿ èíâàðèàíòíîñòü ïîçâîëÿåò ôèêñèðîâàòü äàííûå
ôóíêöèè f = x−, g = x+:

exp 2σ =

[
1− Λ

8
(t2 − x2)

]−2
. (34)

Íåñëîæíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (29) ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

(∇2 − Λ)η = 0, (35)

(∇µ∇ν −
1

2
gµν∇2)η = 0. (36)

Îáîçíà÷èì Vµ exp(2σ) = ∂µη. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ ∇µη = ∂µη ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ êîâåêòîðíûì ïîëåì, (36) îáðåòàåò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

∇µ(Vνe
2σ)− 1

2
hµνh

αβ∇α(Vβe
2σ) = 0. (37)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé èíäåêñîâ ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå
åñòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Êèëëèíãà:{

∂1V1 + ∂2V2 = 0,

∂1V2 + ∂2V1 = 0.
(38)

Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ýòè äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî
V1 =

1

2
[F (x−) +G(x+)] ,

V2 =
1

2
[F (x−)−G(x+)] .

ãäå F è G - ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Íàéä¼ì èõ
âèä èç óðàâíåíèÿ (35). Ïîäñòàíîâêîé íàéäåííûõ ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ, îíî ñâî-
äèòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:

∂1V1 − ∂2V2 + 2(V1∂1σ − V2∂2σ) = Λη. (39)

Äèôôåðåíöèðóÿ äàííîå âûðàæåíèå ñíà÷àëà ïî îäíîé êîîðäèíàòå, à çàòåì ïî âòî-
ðîé, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ëèøü F , G è èõ ïðîèç-
âîäíûå. Ðåøåíèåì òàêîé ñèñòåìû áóäåò ñëåäóþùàÿ ïàðà ôóíêöèé:

F (t− x) = a1 + a2 +
Λβ

2
(t− x) +

Λ(a1 − a2)
8

(t− x)2,

G(t+ x) = a1 − a2 +
Λβ

2
(t+ x) +

Λ(a1 + a2)

8
(t+ x)2,

(40)
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ãäå a1, a2, β ∈ R - êîíñòàíòû. Ñêàëÿðíîå ïîëå ïðèíèìàåò âèä

η =

aνx
ν + β

[
1 +

Λ

8
(t2 − x2)

]
1− Λ

8
(t2 − x2)

. (41)

Êàê ìû âèäèì, â äàííîé òåîðèè îòñóòñòâóåò ôóíêöèîíàëüíûé ïðîèçâîë, òî åñòü
âñå ôóíêöèè îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî êîíå÷íîãî íàáîðà êîíñòàíò.

6 Âûâîä

×åòûð¼õìåðíàÿ òåîðèÿ ãðàâèòàöèè, èçó÷àþùàÿ ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè,
ïðåêðàñíî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòû. Îäíàêî, êàê ìû ìîæåì çàìåòèòü, îíà íåîä-
íîðîäíà îòíîñèòåëüíî ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà äî äâóõ. Ýòî ñâÿçà-
íî èìåííî ñ îñîáåííîñòÿìè äâóìåðíîé ãåîìåòðèè, îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå ïðîáëåìû
åù¼ íå îïðîâåðãàåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåîáõîäèìîé òåîðèè. Èñêóññòâåííî
ââåä¼ííîå ñêàëÿðíîå ïîëå (èëè äèëàòîí) âîâñå íå îêàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé
òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ, à èìååò âïîëíå îïðåäåë¼ííûé âèä. Èçó÷åíèå äâóìåðíîé ãðà-
âèòàöèè ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòüñÿ êî âñ¼ áîëåå îáùåìó ïîíèìàíèþ òàêîãî ÿâëåíèÿ
ïðèðîäû, êàê ãðàâèòàöèÿ, à òàêæå äàðèò íîâûé âçãëÿä â ïîèñêå ðåøåíèé ñóùåñòâó-
þùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ïðîáëåì.
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